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Questions de cours

� Équivalents en zéro : sinx, ln(1 + x), 1− cosx, tanx, ex − 1, arctanx, chx− 1, shx, (1 + x)α − 1.

� Formule de Stirling

� Équivalent en +∞ des
(n
k

)
Analyse asymptotique

Exercice 1 Soit n ∈ N.
1. Montrer que l'équation tanx = x a une unique solution xn dans l'intervalle ]nπ − π

2
, nπ +

π

2
[.

2. Montrer que la suite (xn − nπ) est croissante est majorée, déterminer sa limite.

3. Donner un développement asymptotique à l'ordre
1

n
de xn − nπ.

Exercice 2

1. Montrer que l'équation ex = xn admet deux solutions strictement positives notées un et vn (avec un < vn)
pour n assez grand.

2. Montrer que (un)n∈N est convergente. Trouver sa limite l.

3. Montrer que un − l ∼
1

n
.

Exercice 3

1. Montrer que pour tout entier n ≥ 2, l'équation xn+ x− 1 = 0 admet une unique racine positive notée xn.
Montrer que la suite (xn)n possède une limite l. Donner l.

2. On pose xn = l − εn. Calculer la limite de (nεn).

3. Trouver la limite de

(
lnn

nεn

)
n

.

4. En déduire un développement asymptotique à deux termes de xn.

Exercice 4

1. (Théorème de Cesàro) Soit (vn)n∈N une suite réelle qui converge vers l ∈ R. Monter que
1

n+ 1

n∑
k=0

vk → l.

2. Soit α ∈ R∗+. Soit (un) la suite dé�nie par u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = un +
1

uαn
. Étudier la suite (un) et

donner un équivalent de un.
Indication : On pourra considérer uβn+1 − uβn pour β ∈ R∗+.
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Exercice 5

1. (Théorème de Cesàro) Soit (vn)n∈N une suite réelle qui converge vers l ∈ R. Monter que
1

n+ 1

n∑
k=0

vk → l.

2. Soit (un)n∈N une suite réelle véri�ant

∀n ∈ N, e−un+1 ≤ un+1 − un ≤ e−un .

Étudier (un) et montrer que un = lnn+ o(1).

3. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 ∈ R et ∀n ∈ N, un+1 = un + e−un . Étudier (un) et montrer que
un = lnn+ o(1).

Révision sur la continuité

Exercice 6 Soit f : R+ → R une fonction continue et surjective. Montrer que f−1({0}) est in�ni.

Exercice 7 Soit f : [0, 1]→ [0, 1] une fonction continue. Montrer que f admet un point �xe.

Exercice 8 Soit f : R+ → R+ une fonction continue, telle que
f(x)

x
→
x→∞

l < 1. Montrer que f admet un

point �xe.
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